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1 收收收敛敛敛的的的等等等价价价刻刻刻画画画

Theorem 1.1. 设{xk}k∈N 是Rn 中的有界数列. {xk}k∈N 收敛到x0 当且仅当{xk}k∈N
的任意收敛子列均收敛到x0.

Proof. ” ⇒ ” 显然成立, 下证” ⇐ ”. 设{xk}k∈N 的任意收敛子列均收敛到x0. 反
设{xk}k∈N 不收敛到x0, 则存在ε0 ∈ (0,∞) 使得对∀N ∈ N, 存在k > N 使得

|xk − x0| > ε0.

故可取子列{xnk
}k∈N 使得对∀k ∈ N,

|xnk
− x0| > ε0.

{xnk
}k∈N 是有界数列, 故存在收敛子列, 不妨记为其本身. 由” ⇐ ” 的假设知{xnk

}k∈N
收敛到x0, 矛盾. 故{xk}k∈N 收敛到x0, Theorem 1.1 证毕.

Remark 1.2. 若Rn 中的有界数列不收敛, 则存在两个子列收敛到不同的极限.

2 弱弱弱收收收敛敛敛的的的等等等价价价刻刻刻画画画

Lemma 2.1. 设E 是自反空间X 的子集. 则E 有界当且仅当E 弱列紧.

Remark 2.2. 自反空间中的有界数列必有弱收敛子列.

Theorem 2.3. 设{xk}k∈N 是自反空间X 中的有界数列. 则{xk}k∈N 弱收敛到x0 当且仅
当{xk}k∈N 的任意弱收敛子列均弱收敛到x0.

Proof. ” ⇒ ” 显然成立, 下证” ⇐ ”. 设{xk}k∈N 的任意弱收敛子列均弱收敛到x0. 反
设{xk}k∈N 不弱收敛到x0, 则存在f ∈ X ∗ 使得

f(xk) 9 f(x0), as k →∞.

注意到{xk}k∈N有界,从而{f(xk)}k∈N有界.由此及Remark 1.2知,存在收敛子列{f(xnk
)}k∈N

和{f(xpk)}k∈N 使得
lim
k→∞

f(xnk
) 6= lim

k→∞
f(xpk). (1)
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又由Remark 2.2 知, {xnk
}k∈N 和{xpk}k∈N 均有弱收敛子列, 不妨记为其本身. 由” ⇐ ”

的假设知
xnk

⇀ x0, xpk ⇀ x0, as k →∞.

则由(1) 知,
f(x0) = lim

k→∞
f(xnk

) 6= lim
k→∞

f(xpk) = f(x0).

矛盾. 从而{xk}k∈N 弱收敛到x0, Theorem 2.3 证毕.

Remark 2.4. 若自反空间中的有界数列不弱收敛, 则存在两个子列弱收敛到不同的极
限.
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